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Mathematicka analyza 11

Dobrovolny domaci kol 11

K dobrovolnému odevzdani kdykoli via OWL

Transformers

Ukol 1 (Isodiametricka nerovnost v 2D).

Necht je g : R — (0, 00) spojité a m-periodické, tj., g(6 + ) = g(0) pro kazdé 6 € R. Definujme
Q= {(z,y) = (rcos(d),rsin(d)) € R*: 0 € [0,27], 0 < r < g(0)},
a diameter mnoziny €2 pres
diam(2) = sup{|z — y| : z,y € Q}.

a) Dokazte, ze objem A mnoziny (2 je

A= [Tloo)pan.

0

(Tip: napiste A = [, 1d(z,y), pouZivejte transformaci do polarnich soufadnic (z,y) =
(rcos ¢, rsin @), a pouzivejte Fubiniovu vétu.)

b) Dokazte, ze
: 2
A<n (dlar;l(Q)) .

Dodejte geometrickou interpretaci této nerovnosti pro fizovany diameter diam(€2). Porov-
nejte k tomu libovolnou funkei g se specialni konstantni funkei go = diam(€2)/2. ( Tip: jakou
geometrickou vlastnost obsahuje periodicita pro ¢g? Jaky vztah mezi diam(2) a supger 9(9)
muzete z toho usuzovat? Obraz by pomohl.)

Reseni. a) Pouzivame sférické soufadnice ®(r,0) = (rcosf,rsinf) a pocitame Jacobiho de-
terminant

cos —7rsinf

det D® = det (sin 0 7 cos

) =rcos’h +rsin?f =r.

Pak véty o transformaci a Fubiniovy nam davaji

=g(0)

A:/QM(x,y):/02”/09(9)7«617«(19:/0% [’;]_ d@:;/o%[g(g)]QdQ.

=0



b) Periodicita funkce g ma za nasledek symetrii mnoziny €2 vzhledem k pocéatku; vskutku €2 je
tzv. star-shaped. Jelikoz g je spojité a vsude kladné, usuzujeme, ze 2 supyep g(#) = diam(2).
Vlozme toto do A, vidime

A= ;/02”[9(9)]%19 < ;/02” Egﬂgg(e)r = (dm;@f,% - (diar;(Q))z

Interpretace této nerovnosti je takova: pro fixovany diameter, kruh (resp. disk) maximalizuje
obsah mnoziny, kterda ma onen diameter. Jinymi slovy, mnozina se specifikovinym diametrem
nemuze mit vétsi obsah nez odpovidajici disk stejného diametru.

g9(0)

Ukol 2 (Vanoce).

Definujme si
h(z) = = — ;LZJ _2/4)(= = 5/2), =€ (0,5).

Tady je |x] = max{k € Z : k < x} nejvétsi celé ¢islo mensi nez redlné c¢islo x € R. Necht je
také

VS ={(x,y,2) € R®: 2* +y* < h(2)?}.

a) Nakreslete h a V'S (muzete i pouzit barvy).
b) Spocitejte objem V' S.

Reseni. a) Obrazky:




b) Pouzivame vélcové souradnice ®(x,y,z) = (rcosf,rsinf, z). Jacobiho determinant tohoto
zobrazeni je

cos) —rsinf O
r
0 0 1

det D® = det (Sin@ rcos 0O

Véta o transformaci ndm pak rika
5 r2m  rh(z) 5
vol(CT) = ld(z,y) = / / / rdrdfdz = 7r/ [h(2)]*dz.
cr o Jo Jo 0

Rozdélme interval (0,5) do podintervala (k,k+1) s k € {0,...,4} a pocitejme

(
e z€(0,1): h(z) = 2, z€(1,2): h(z) =2—-1/2,
e 2€(2,3): h(z)=2— z€(3,4): h(z) =2—-3/2,
e 2€ (4,5): h(z) = 1/
Potom

Vol(WB) :n_/ol z2+/12(z— 1/2)2+/23(z— 1)2+/34(z—3/2)2+/45(1/2)2]

_:1311 g2 1 a3 1 g4 1
fﬁgz‘o—i—g(z—l/Q)’1—1—5(2—1)‘24—5(2—3/2)‘34—1
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Veselé Vanoce a Stastny novy rok 2026!



