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Matematicka analyza I1

Domaci ukol 9

K odevzdani do ¢tvrtka, 11.12.25, 23:59 hod pres OWL

Ukol 1 (Integrace per partes). (2+53=5 bodi,)
a) Dokazte, ze pro kazdé dvé spojité diferencovatelné funkce f, g : [a,b] — R plati

b /
| £ @)g() da

[ rg @y = fygfa] -

(Tip: uvazujte funkci F(z) = f(x)g(z).)

b) Necht je f : [a,b] — R spojité diferencovatelné a necht pro kazdé k € N

ag —/ )sin(kz) d

Dokazte, ze limy_,o ar, = 0.

Reseni. a) Pomoci pravidla sou¢inu mame

F(z) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x)-

Linedrnost Riemannova integralu a zdkladni véta analyzy ndm davaji

[ Py e+ [ f@)g@yde= [Pl + @) @) de = Fla)

coz implikuje to, co chceme.

b) Toto je verze tzv. Riemann-Lebesgueovy lemmy. Definujme si ¢'(x) = sin(kz) a pouzijme
a), najdeme

COS

o= =1 I [yl

JelikoZ f je spojité diferencovatelné a [a, b] je kompaktni, existuje ¢islo M > 0 takové, aby

sup (|f(x) +|f'()]) < M.

z€[a,b]

Pouzivame téz, ze | cos(kz)| < 1, najdeme

V limité k — oo jsme potvrzeni dokazali. VSimnéte si, Ze jsme dokéazali jesté silnéjsi verzi:
méame rychlost konvergence, zajména, a; nemuze jit k nule pomaleji nez 1/k.
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Ukol 2 (Riemanniiv integral v nD). (3+2=5 bodi)

Pouzivame zde slova “interval” a “cihla” synonymné.

a) Dokazte dle definice, ze pro kazdy kompaktni interval (kompaktni cihlu) J C R™ a kazdé
¢islo ¢ € R, Riemanntv integral [; cdx existuje a ze plati [; cdz = ¢ - vol(J).

b) Necht je J = [ay,b1] X -+ X [an, b,] C R™ kompaktni interval. Funkci ¢ : J — R fikdme
schodovitd funkce, pokud jsou-li ¢isla ¢y,...,¢, € R a parové disjunktni intervaly (cihly)
I,..., I, C J takové, aby!

1 ifze Ii,
0 else.

o(z) = ;CiXIi (x), kde xr(z) = {

Dokazte, ze pro kazdou schodovitou funkci plati

k
/qu(a:) dr = ;ci -vol(I;).

(Muzete bez dukazu pouzivat, ze pro intervaly I € {(a,b), [a,b), (a,b], [a,b]} plati vol(I) =
b — a, a ze funkce x;, je integrabilni na cihle I;. Obraz by mohl byt ndpomocny, tfeba pro
k=2 J=[0,1,1=[0,3], h=(31ic=1c=2)
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Reseni. a) Necht je P rozdéleni cihly J a B(P) je mnozina viech cihel, které miizeme vytvorit
z P. Pak mame pro dolni a horni soucet, ze

s(c,P)=>_ inf(c)-vol(B)= > c-vol(B)=c Y. wol(B)=c-vol(J),
)

BeB(p) *P BEB(P BEB(P)
S(e,P)= > sup(c)-vol(B)= Y c-vol(B)=c »_ wol(B)=c-vol(J),
BeB(P) *€B BeB(P) BeB(P)

kde jsme pouzili, Ze vol(J) = Y peppyvol(B). Tedy mame s(c, P) = S(c, P) pro kazdé
rozdéleni, coz implikuje, ze

/ch:v = sups(c, P) = ¢ vol(J) = /S(c, p) = /chm,

To znamend, ze Riemanntv integral [; c¢dx existuje a si rovne ¢ - vol(.J).

b) Pro kazdé i € {1,...,k} mame pomoci a) a definice funkce xy,, ze

/ cixr(x)de = / ¢;dx = ¢; - vol(1;).
J I

Linearnost Riemannova integralu pak da

k k
/Jqﬁ(a:) der = ;/]Cini do = ;ci -wol(I;).

Mala oprava: Vskutku B(P) neni mnozina vsech cihel vytvoteny z P, ale spis nejvétsi trida
(skoro) disjunktnich cihel vytvoreny z P. Jinymi slovy, cihly v B(P) jsou vytvoreny jen z
bodt nejblizsich sousedi z P (angl. nearest-neighbour-points). Pro celou formalni definici, viz
poznamky z prednasky.

'T kdyz nase definice integralu toto pouzivala, intervaly I; tady nemusi byt uzaviené.
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