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Ukol 1 (Vazané extrémy). (6 bodii)

Spoditejte minimalni vzdéalenost bodu zy = (1,—1,1) od mnoZiny M := {(z,y,z) € R3 :
2% = 2xy + 1}. (Tip pro jednodussi pocitani: jak se fekne “Viereck der Entfernung” anglicky?
Vysvétlujte, pro¢ to délat smite/pro¢ nic neztracite.)

ReSeni. Necht

d(z,y,2) =|(2,y,2) = (1,1, 1) = \/(z — 12+ (y+ 1) + (z — 1)2,
g(z,y,2) = 22 — 22y — 1.

Ziejmé M = {(z,y,2) € R3: g(z,y,2) = 0}. Checeme tedy najit minimum funkce d pfi vazbé
g. Protoze funkce d je vzdy nezaporna, neztracime informace, kdyz uvazujeme jeji druhou
mocninu, protoZe druhd mocnina je monoténni funkce (“Viereck der Entfernung” se preklada
na “square of distance”, tedy kvadrat/druhd mocnina distance); proto definujme f(z,y,z) =

[d(z,y, 2)]” a

A(ZE,y,Z; )‘) = f(m,y,z) + Ag(l’,y, Z) = (ZL‘ - 1)2 + (y + 1)2 + (Z - 1)2 + )\(22 - 2£L'y - 1)

Pak mame
O, A =2(x — 1) — 2\y,
oA =2(y +1) — 2z,
0N =2(z—1)+ 2)z,
2

WA =22 =22y —1=g(z,y, 2).

Abychom nasli extrém, potfebujeme V(. A = 0 (vSimnéte si, Ze tento gradient je 4D vektor
a vskutku budeme pottebovat vSechny ¢tyfi rovnice). Musime tedy fesit system rovnici (zavisle

na \)

r—1—-Ay=0,
y+1—XAz=0, (1)
z(14+X)—1=0,

ze kterého ihned vidime z = 1/(1 + A) i A # —1. Sc¢itdni prvni a druhé rovnice ndm déva
r+y=ANz+vy), tedy (x +y)(1 —A) =0 a tim pddem bud A =1 anebo x = —y. Kdyz A = 1,
pak r =14y a z = 5. VloZime to do vazby g, vidime

1
O:g(l—i_yay?*):

1 3
5) =7~ wA+y) —1=—7-2y(1+y)

4



Tato rovnice je ekvivalentni k 0 = y? +y + % =(y+ %)2 + é, kteraz nema realné reseni. Proto
plati A # 1.

Kdyz = = —y, pak prvni dvé rovnice v (1) ndm davaji z = 1/(14+X) iy = —1/(1+ \). Vlozeni
do vazby g nam dava

0= gf 11 1 )= 1 N 2 - 3 3
TN TN TN T @2 T 1A (T4 N2
a proto A = £1/3 — 1. Body nasého zajmu jsou pak
1
Pr=+—(1,-1,1) € M.
+ \/g( )
Pocitame kvadratické distance, vidime
1 1 1 1
P)=(7%—-1P24+(—=+12+(—=—-1)2=3(5=—-1)%=(V3-1)?
f(+)(\/§)(\/§)(\/§)(\/§)()
1 1 1 1
P)=(——= 124 (—=+1)+(—= -1 =3(—F%+1)%*=(V3+1)?
f()(\/g)(\/g)(\/g)(\/g)()

a odsud usuzujeme, ze P, je minimum funkce f a zaroven d na M. Minimalni vzdalenost pak

jed(Py) =+3—1.

Ukol 2 (Smérova derivace). (2+2=4 body)

a) Necht v € R™ a necht f : R" — R ma totalni diferencidl v bodé xy € R". Dokazte, ze
D, f(xo) = V f(x0) - v.

b) Pocitejte D, f(zo) jednou podle definice a jednou pomoci identity z tikolu a):
flz,y) =a® + 97, zo = (1,1), v=(1,1).

Reseni. a) ProtoZe f m4 totalni diferencial, muzeme napsat

flzo+tv) — f(xg) = V f(xo) - tv + |tv|pu(tv)

pro t # 0 dostatecné malé, kde p je spojitd funkce s pu(0) = 0. Z definice totélniho diferencialu
to neni nic jiného nez h = tv. Pak

flao - 16) S = V(e v-+ ot Lo,

Dutton) =y - g )
Jelikoz |[t|/t| =1 a p je spojité s u(0) = 0, posledni limita je nula a jsme hotovi.
b) Podle definice: mame
flzo+tv) — flwo) = (1 +)* + (1 +1)* — 2 = 4t + 2t%
tedy

Dy f(a0) = lim T @ T = F@0) o 4t 4282

t—0 t t—0 t

4.

Pomoci identity: mame

Vf(z,y) = (2z,2y) = Vf(zo) = (2,2).
Proto

Dof (o) = V f(x0) - v = (3) - G) —212=4
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