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Matematicka analyza I1

Domaci ukol 6

K odevzdani do ¢tvrtka, 20.11.25, 23:59 hod pres OWL

Ukol 1 (Implicitnost a vic). (3+1*+3+1=T7+1%* bodii)

Zduvodnéte vSechny odpovédi v tomto tkolu dostatecné (tj., ovéite podminky vét, které pou-
zivate, jaké jsou z nich zévéry, atd.)!

a) Dokazte, ze v blizkosti bodu x = 0 existuje § > 0 a spojité diferencovatelnd funkce g :
(—0,0) — R takové, aby

g(x) = [9(2)] + 2¢*@ sin(z).
*Bonus: Kolik téch funkei existuje (pro § > 0 dostateéné mald)?
b) Pro interval I C (=4, ) definujeme graf funkce f : I — R pres
gr(f) ={(z, f(x)) : x € I}.
Dokazte, ze pro kazdy kompaktni interval I C (—6,0) a kazdou spojitou funkei f : I — R,
graf gr(f) je kompaktni v R?. Co muzete Fict o grafech gr(g) i gr(g’) pro takové intervaly I7?
(Tip: uvazujte funkci ® : I — R? ®(z) = (x, f(z)). Jaké vlastnosti ® m4?)

¢) Co muzete fict o monotonii fce g v o = 07

Reseni. a) Definujme fci
F(z,y) = y* + 2¢¥sin(z) — y.
Zrejmé je F spojité. Pak hledame 6 > 0 a fci g : (—0,0) — R takové, aby F(z, g(z)) = 0 pro
kazdé |z| < §. Zaprvé vidime, ze F(0,0) = 0, tak bod nasého zajmu bude (zo,yo) = (0,0).
Déale mame
0. F = 2¢Y cos(x), 0, F = 3y® + 2¢¥sin(x) — 1,
a oboje parcialni derivace jsou spojité (z toho vyplyne spojité diferencovatelnost funkce g),

a navic 0,F(0,0) = —1 # 0, tak podminky IFT jsou splnéné a proto existuji 6 > 01 g se
vsemi hledanymi vlastnostmi.

*Bonus: Pokud x = 0, pak
F0,y) =y’ —y=yly* - 1).
Tzn. ze body yo € R kde F(0,y0) = 0 jsou presné y, € {—1,0,1}. Dale plati 0,F(0,£1) =

2 # 0 a podminky IFT jsou splnéné. Proto existuji presné tii takovych funkei g, podle toho,
jakou hodnotu bodu yg jsme si na zacatku zvolili.
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b) Kvuli tomu, ze f je spojité, totéz je fce ®. To znamend, ze obraz ®[I] je kompaktni, protoze
totéz je I (obrazy kompaktnich mnozin pti spojitych funkcich jsou kompaktni). Pomoci IFT
ted vime, ze také g je spojité, a jelikoz F' je spojité diferencovatelné, spojitost se transféruje
na ¢'. Proto oboje gr(g) i gr(¢’) jsou kompaktni na kompaktnich intervalech.

c¢) Zase pomoci IFT mame

O F(z,g9(x)) 2¢9() cos(x)

) = o (r g() B 20 sin() 1

Tim padem a protoze ¢g(0) = 0 mame ¢’(0) = 2 > 0 a g je (striktné) rostouci v z = 0.
(Kdybyste zvolili yo = #1, pak ¢’(0) = —e*! a proto ty funkce jsou striktné klesajici v
x=0.)

Ukol 2 (Taylor ve vic dimenzich). (2+1=3 body)

Obcas muzeme Taylortiv polynom ve vic proménnych dostat jednodussi nez vypocitat
1
Tfao(®) = flwo) + Vf(wo) - (& = 20) + 5 (2 = 20) - [Hy(o)(x — @o)] + ...

a) Pocitejte Taylorovy polynomy funkei log(1 + x) a cos(z) kolem = = 0 az na druhy stupen.
b) Usuzujte, zZe Tayloruv polynom druhého stupné funkce
f(z,y,2) = (x4 1) log(y + 1) cos(2),
v bodé zg = (0,0,0) je

1
Tuo(®) =y + 2y = Sy

Reseni. a) Nejdifv mame log(1) = 0 a cos(0) = 1. Pak [log(1 + z)] = -, [log(1 + z)]" =

14z?

— iy 2 lcos(z)] = sin(z), [cos(x)]” = — cos(z) a tedy
x? 72
Tlig(lﬂ);O(x) =r- 9’ Tfos(a:);o(m) =1- 9

b) Soucin Taylorovych polynomu je zas Taylortv polynom, kdyz mluvime o stejném stupni.
Proto najdeme blizko (0,0, 0)

(x+1)log(l+y)cos(z) = (v + 1)(y — %)(1 _Z

ménit prvni &~ s = neni korektni (proc?).) Posledni ¢len tohoto souc¢tu méa stupen aspon
Vymeénit i , korektni ¢?).) Posledni ¢len tohot ct A stupen 1
3, tak k TfQ;x0 nepatii. To samé plati pro tfeti ¢len; proto najdeme, ze doopravdy

1
Tfu®) =y + 2y = 59"



