DR. FLORIAN OSCHMANN KARLOVA UNIVERZITA

Zimni semestr 2025/26

Matematicka analyza I1

Domaci ukol 5

K odevzdani do ¢tvrtka, 13.11.25, 23:59 hod pres OWL

Ezxplicitne tmplicitni

Ukol 1. (342=>5 bodii)
Necht je FF: R x (0,00) = R, F(x,y) =ye® —xIn(y) — 1 a bod P = (0, 1).

a)

b)

Dokazte, ze existuje funkce g : R — R takova, abychom mohli psat y = g(x) v néjaké okoli
bodu P. Dokazte téz, ze funkce g je spojité diferencovatelna.

Pocitejte ¢'(x) i ¢'(0).

Reseni. (Udélal jsem malou chybu v definiénim oboru funkce F', kterouz jsem tady opravil.)

a)

Nejdriv pocitame
x
o F =¢e* — —
! y

a vidime, ze 0,F(0,1) = 1 # 0. Déle 0,F = ye® — In(y) a tedy oboje parcidlni derivace jsou
spojité. Proto véta o implicitni funkei (anglicky implicit function theorem, IFT) ndm fika,
ze existuje néjaké okoli U bodu P a funkce g : U — R s g(0) = 1 takové, aby F(z,g(x)) =0
pro kazdé x € U i, zase pomoci IFT, g je v U spojité diferencovatelné.

Pouzivejme fetézové pravidlo na F'(x, g(z)) = 0 a najdeme
O F(z,9(x)) + 02F (z,9(x)) - ¢'(x) = 0

(tady jsem vymeénil 0, a 9, s 0; a 0y, abych zdiraznil, ze derivuji vzhledem k prvni a druhé
proménné). Prepsani ndm dava

L aF(r )
9@ = =5 F(w, o(x))

a jmenovatel neni nulovy v U. Potom najdeme

g(x)e” —In(g(z))

/
RETES)
a tedy
g(0)e® — In(g(0
()= 90 o) _
9(0)



Ukol 2. (2+2+1=5 bodii)
Necht je ' : R* — R definovana pies
F(z,y,2) = 2% —y® + 2% + 2% — 3wyz.

a) Dokazte, 7e existuje okoli bodu (zg,79) = (1,—1) a funkce g = R* - R s g(1,—-1) = —1
takové, aby F(x,y, g(x,y)) = 0 v tomto okoli.

b) Dokazte, ze g ma staciondrni bod v (1,—1). (Tip: parcidlni derivace v z i y a Fetézové
pravidlo.)

¢) Poditejte tecnou rovinu funkce g v bodu (1,—1). Dejte geometrické vysvétleni, pro¢ vas
vysledek neni piekvapeny (“gradient je nula” jako geometrické neplati).

ResSeni. a) Poditdme obdobné jako difv F(1,-1,-1)=14+1-1+2-3=0a
0, F = 32* — 3yz,
0,F = —3y* — 3xz,
0.F =32* +42 — 3ay

a vSechny parcidlni derivace jsou spojité. Dale 0.F(1,—1,—1) = 2 # 0 a proto IFT ndm
iika, ze existuje okoli U bodu P i spojité diferencovatelna funkce g : U — R takové, aby
F(z,y,9(z,y)) = 0.

b) Zase pouzivame Tfetézové pravidlo a mame
OuF (x,y,9(x,y)) = O F(x,y,9(z,y,)) + OsF(z,y,9(x,y)) - Oeg(a,y) =0,
OyF (z,y,9(x,y)) = 0o F(x,y,9(x,y,)) + OsF(2,y, 9(x,y)) - 9yg(z,y) =0,

proto muzeme napsat gradient Vg = (0,9, 0,9) jako

Vy(z,y) = —[6’3F(x,y,g(m,y))]’lva,z) (2,9, 9(z,))
—[39(z,y)* + 4g(x,y) — 3ay] 7 (32 — Byg(x,y), —3y” — 3wg(x,y)),
kde V(1 9) je derivace vzhledem k prvni a druhé proménné funkce F'. Dalsi (moznd jasnéjsi)

zpusob to napsat je

0y (z,y,9(x,y))
%9 Y) = =5 F g gwy)

81F(5’37y79<377y))
83F(xay7g(x7y))’
Abychom méli stacionarni bod, musi platit Vg = 0, a tedy

1
= _§<070) = (Oa O):

tj., ¢ ma vskutku v bodé (1, —1) stacionarni bod.
¢) Tefna rovina ma rovnici
Top(@,y) = g(P) + Vg(P) - ((z,y) - P).
Protoze Vg(P) = (0,0), mame pouze
Tp(2,y) = g(P) = —L.

Tecéna rovina je zejména paralelni k  — y—roviné. To neni prekvapené proto, ze ¢ ma v P
stacionarni bod; tim padem tec¢na rovina nesmi mit jakekoli sklon v tomto bodé, coz neni
nic jiného nez tict, ze je paralelni k x — y—roviné.



