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Ukol 1 (Kompaktnost). (2+2=4 body)

a)

b)

Necht X je neprazdnd mnozina a
1 prox#y
d = ’
(z.9) {0 jinak.
Ukazte, ze podmnozina A C X je kompaktni pravé, kdyz je koneéna. (Tip: mohli byste
ukézat jeden smér primo, druhy sporem.)

Ukazte, ze konecné sjednoceni kompaktnich mnozin je zas kompaktni. Ukazte pomoci pri-
kladu, ze pro obecné (nekonecné) sjednoceni to uz neplati.

ReSeni. Prazdnd mnoZina zfejmé je kompaktni, proto predpokladdme od ted, ze A # (.

2)

< Necht je A konecné i (), posloupnost v A. ProtoZze A je konecné, existuje aspon jeden
bod a € A, ktery trefi nekone¢né mnoho x,,. Zvolime ted tuto (konstantni) podposloupnost
a takto najdeme podposloupnost, kterd je (zfejmé) konvergentni; tedy A je kompaktni. (Po-
znamka: V tomto sméru jsme nikde nepouzivali metriku d explicitné, a proto muzeme Tict:
kazd4d koneénd podmnozina kazdého metrického prostoru je kompaktni.)

= Sporem: predpokladame, ze A je kompaktni, ale zaroven nekonec¢nda. Pak mtzeme vy-
tvorit posloupnost (z,), v A takovou, ze z,, # x,, pro kazdé n # m. Kvuli tomu, ze A
je kompaktni, existuje konvergentni podposloupnost (z,, )x; ted ale kazdd konvergentni po-
sloupnost v metrice d je od néjakého bodu konstantni, tj., existuje néjaké K > 1 takové,
aby pro kazdé k > K platilo z,, = zk. To je spor s volbou posloupnosti; tedy A musi byt
konecné.

Poznamka: VSimnéte si, ze v této metrice kaZdd podmnozina je uzaviend i omezend, ale jen
konecné mnoziny jsou kompaktni. Porovnejte to s vétou z lekce, ktera spoluje uzavienost,
omezenost a kompaktnost; co je v té vété zasadni predpoklad?

Necht je (U;)F_, koneéné mnoho kompaktnich mnozin a A = Y, U; jejich sjednoceni, a
necht je (z,), posloupnost v A. Jelikoz sjednoceni (lepsi Fict, k) je kone¢né, musi existovat
néjaké U; takové, aby nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti (x,,), lezi v U;. Ted ale je toto
U; kompaktni, a proto tyto nekoneéné mnoho ¢lenit musi mit konvergentni podposloupnost,
kterd zaroven je téZ podposloupnost celé posloupnosti (z,,),, se kterou jsme zacali. Posloup-
nost (z,), tudiz ma konvergentni podposloupnost v U; C A; tedy je A kompaktni. Pro
obecné sjednoceni to neplati, vezméme si napt. U; = [—i,i] pro i € N, pak samoziejme
kazdé U; je kompaktni, ale jejich sjednoceni ;e U; = R neni.

Jiny priklad by byl nekonecnd mnozina X s metrikou d z tkolu 1. Pak kazda jednobodova
mnozina {z} je kompaktni, protoZe je konecnd, ale kdyz vezmeme nekoneéné mnoho z; € X,
pak jejich sjednoceni je nekonecné a proto neni kompaktni.



Ukol 2 (Uplnost). (1+2+3=06 bod1i)

2)
b)

c)

Najdéte priklad metrického prostoru (X, d) odlisny od tkolu c¢), ktery neni tplny.

Ukazte nebo vyvratte: Existuje neprdzdna mnozina M takova, aby pro kazdou metriku d
metricky prostor (M, d) nebyl uplny.

Uz vime z lekce, ze metricky prostor (R, |z — y|) je Gplny metricky prostor. Tim tkolem
chceme zduraznit, ze vlastnost tplnosti zdlezi na zvolené metrice:
Necht je

d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.

Muzete bez dikazu pouZit, zZe tato funkce definuje metriku na R. Ukazte, Ze prostor (R, d)
neni iplny. Tady arctan : R — (=7, %) je inverze funkce tan. (Tip: podivejte se na posloup-
nost x, = n pro kazdé n € N.)

ResSeni. a) Vezméme napt. (X, d) = (Q, |z —y|). Uz vime, Ze existuje posloupnost racionélnich

b)

¢isel (gy,), konvergentni k v/2 ¢ Q.

Tento vyrok ne $patny. Necht je M # (} a vezméme metriku z Ukolu 1, pak prostor (M, d) je
uplny: Necht je (z,,), Cauchyovska poslpounost v (M, d), pak od néjakého bodu je konstantni
(viz TeSeni ¢asti a) z tikolu 1). Proto limita uz je ¢len posloupnosti a tedy bod v M; jinymi
slovy, kazda Cauchyovska posloupnost konverguje v M, nésledné M je tiplné (nezavisly na
tom, jak presné vypadd).

Posloupnost z,, = n pro kazdé n € N je Cauchyovskd posloupnost v (R, d), kterd nekonver-

guje. Abychom to vidéli, necht m,n € N takové, ze m > n. Udrzujeme n opevné a pouzivame
spojitost funkci |- | a arctan, mame

: T
lim d(n,m) = |arctan(n) — §|
Zjisténi limity vzhledem k n vidime, ze

: m
lim [arctan(n) — §| =0,

viz také tikol 1 b) z DU2 pro metriku |z — y|. Zejména to znamena:
Necht je € > 0 libovolné, pak existuje néjaké N € N takové, abychom pro kazdé n > N méli

|arctan(n) — g| <e.
Pro kazdé m > n > N to ted znamens
T ™
d(n,m) < |arctan(n) — §| + |§ —arctan(m)| < e+e =2¢
a tedy posloupnost je Cauchyovské. Avsak neni konvergentni v (R, d) proto, Ze jediny smysl-

uplny limitovy bod by byl 400, ovSsem samoziejmé co ¢ R; tim padem metricky prostor
neni uplny.



