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Matematicka analyza I1

Domaci ukol 3

K odevzdani do ¢tvrtka, 30.10.25, 23:59 hod pres OWL

Ukol 1 (Retézové pravidlo a extréma). (2+42+2=6 bod1i)

a) Necht je f : R — R diferencovatelné. Ukazte, Ze pro z = f(3z%3) plati

20pz + yOyz = 0.
b) Necht je f: R — R diferencovatelné a a € R™ i b € R jsou konstantni. Vypocitejte gradient

funkce g : R — R, g(z) = f({a,x) +b). Tady notace (a, ) je skaldrni soucin téch vektor.
Ptipomindme, ze gradient je Vg = (04,9, ..., 0x, 9)-

c) Necht je

flz,y) = (x—y—1)°

Najdéte vsechny extréma a urcete jejich typ (minimum/maximum/sedlovy bod).

Reseni. a) Mame
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Existuje dalsi pékny dukaz beze zlomku: definujeme u(z,y) = $25fy2. Pak pro kazdé k #
0 plati u(kx, ky) = u(z,y). Udrzujme (z,y) a definujme pro tyto (fixované) body funkci
g(k) = u(kz, ky). Ale g(k) = u(kz, ky) = u(x,y), tak g je konstantni funkce proménné
k (protoze (x,y) je fixovan). To znamend ¢'(k) = 0, kde derivace je vzhledem ke k. Ted
pouzivame Tetézové pravidlo:

0= ¢'(k) = z0,ulkz, ky) + yo,u(kz, ky).

Pomoci této rovnice v k = 1 i faktu, Ze mdme zas pomoci fetézového pravidla 0,z 4+ ydyz =
f'(u)(z0,u + yO,u), dokazeme, co chceme.



b) Pomoci fetézového pravidla mame
Vg(z) = f'({a,z) + 0)V({a, z) + b) = f'({a,z) + b)V(a,z),

protoze b je konstantni a tedy Vb = 0. Navic plati pro kazdé i € {1,...,n}
n
Op,(a,x) = O, Z a;r; = a;,
j=1

tak mame V{a,x) = a a proto

Vy(x) = f'({a, ) + b)a.

Vsimnéte si, ze protoze a je vektor, také prava strana je téz. Porovnejte to s jednodimenzim
pravidlem [f(az +0)]' = af'(ax +b). (Poznamka: abychom to napsali stoprocentné spravne,
museli bychom psat Vg(x) = f'((a,z) + b)a’, protoze Vg je fddkovy vektor; jak jsem ale
fikal ve cviceni, neni na tom uplné vSeobecny styl.)

c) Pocitame
a proto Vf = 0 pravé tehdy, kdyz y = x 4+ 1. Kvili tomu, ze f je kvadratické, zejména
f(z,y) > 0 pro kazdy par (z,y) € R?* a f(z,z+ 1) = 0, vSechny body tvaru (z,z + 1) jsou

(globédlni) minima. (A, protoze vSechny body tvaru (z,z + 1) jsou jediné kritické body a
vSechny jsou minima, neexistuji Zddnd maxima ani sedlové body.)

Ukol 2 (Derivace vyssich Fadi). (2+2=4 body)

a) Vypocitejte pro nasledujici funkci derivace az do druhého radu:
flx,y) = (x+y+3)° —

b) Pro vektorovou funkci v = (v, v9,v3) : R — R3 definujeme divergenci a rotaci pies

divv=V - -v= 81’01 + 821}2 -+ 831)3,

Oav3 — O30
rotv =V X v = |00, — 0103
81?}2 — 821)1

(Tady 0;v; znamenda Ov;/Jx; pro kazdé i,j € {1,2,3}.) Ukazte, ze divrotv = 0.

ReSeni. a) Mame
0.7 =2a+y+3) 2 O =2Arty+3) - 2
Oryf =2~ dye™+" = 0L, f.

0: f=2— 4€2x+y2’ 3§yf — 9 _ 9u2ty® _ 4y262x+y2,

Tady téz vidime 02, f = 92, f podle Schwarzovy véty (vSimnéte si, Ze druhé smiSené derivace
jsou spojité).



b) Pocitani a preusporadani nam davaji
divrotv = 81 (821}3 — 83?}2) + 82(63’01 — 812)3) + (93(617)2 — 821}1)
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Zejména tady jsme pouzivali Schwarzovou vétu, abychom vidéli, ze afjvk = 8]2ivk. Obdobné
bychom mohli dokdzat, 7e rot V f = 0 pro kazdé (diferencovatelné) f : R?* — R. Takové véci
se hodné pouzivaji ve fyzice, hlavné kdyz pracujete s magnetickymi poli, a ve specialnich
padech plati i protismér: pokud v : U — R? je funkce, kde U C R? neni “piili§ $patné”,
a pokud dive = 0, pak existuje néjaka vektorova funkce w : U — R? takova, aby platilo
v = rot w. Napf. je magnetické pole B vzycky beze zdroje (neexistuji magnetické monopole),
tzn. praveé div B = 0, a pak existuje tzv. vektorovy potencial A takovy, ze B = rot A. Tim
nasleduje cela teorie magnetickych poli, jak funguji hvézdy, atd.



