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Matematicka analyza 11

Domaci ukol 2

K odevzdani do ¢tvrtka, 23.10.25, 23:59 hod pres OWL

Ukol 1 (Spojitost a uzavienost). (2+42+2=6 bodii)

a) Definujeme funkci f : R?\ {(0,0)} — R pres
z?y

f(%y):m-

Rozhodnéte, zda tato funkce je spojitd, a jestli ji (ne)muizeme rozsitit jako spojitou funkci
do celé R?. (Tip: MiZete bez diikazu pouZivat, Ze pro kaZdé x,y # 0 plati |xy|/(x* +y*) < 1.)

b) Necht je (X, d) metricky prostor a a € X. Ukazte, ze funkce
f: X —=10,00),  f(z)=d(z,a)
je spojita.

c) Necht je (X, d) metricky prostor a f : X — R spojitd funkce. Ukazte, ze jadro (anglicky
kernel)

kerf == f~'({0})

je uzaviené v X. (Pripominka: vzor mnoZiny A C R je definovdn pres f~1(A) = {z € X :

f(x) e A}.)

ReSeni. a) Mimo (0,0) funkce je spojitd, protoze je slozend spojitych funkei. V zajimavém
bodé (0,0) mame diky nerovnosti tipu, Ze

lim x, < lim x| =0.
(way)—>(070)|f( y>| (wvy)—>(070)’ |

Tim paddem miizeme definovat

z _J f(x,y) pro (z,y) # (0,0),

a tedy miizeme f rozsifit jako spojitou funkei do celé R2.
b) Proto, Ze d je metrika, plati trojihelnikova nerovnost, zajména
|d(.l’, CL) - d(y7 CL)| < d(l’, y)
pro libovolné z,y € X, coz je disledek obvyklé nerovnosti

d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)



a symetrie v (x,y). Necht ted byt z € X a (z,)nen byt posloupnost konvergujici k z, tj.
d(z,z,) — 0 kdyz n — oco. To ale znamena, ze

|d(z,a) — d(z,,a)|] < d(z,z,) — 0

a proto d(z,,a) — d(z,a), coz neni nic jiného nez spojitost funkce f. (V tomto prikladu
plati i vic, zajména, ze f je tzv. Lipschitzovsky spojité.) Mohli bychom tady také pouzivat
€ — 0 kriterium, zkuste to napsat.

¢) Necht byt (z,)nen posloupnost v kerf konvergujici k z € X, zajména f(x,) = 0 pro kazdé
n € N. Mame dokazat, ze také x € kerf, tj. f(z) = 0. Kvuli tomu, Ze f je spojité, najdeme

0= Jim f(z,) "= f(Jim 2,) = f(2)

n—oo
a tim dikaz ukonc¢ime. Pozndmka: Tady jsme potiebovali (a implicitné predpokladali), ze

X je tplny, jinak by posloupnost (z,) neméla limitu v X.

Jesté jednodussi dikaz pouziva topologii: Kvili tomu, ze f je spojité a {0} C R je uzaviena
mnozina, jeji vzor f~1({0}) je téZ uzavieny. Tento ditkaz funguje i bez predpokladu tplnosti.

Ukol 2 (Totalni vs. parcidlni derivace). (4 body)

Dokazte, ze funkce definovana pres

(2 + ) sin iy pro (2,4) # (0,0)
0 jinak

f(z,y) :{

ma totalni diferencial, ale parcidlni derivace jsou nespojité.

Reseni. Podle véty z lekce vime, Ze kdyZ funkce mé parcidlni derivace a oni jsou spojité, pak
tato funkce mé i totdlni diferencidl. Mimo bod (0, 0) pocitame

. 2z 1
axf:2msmx2+y2 — Y COS$2+y2,
2 1
Oy f = 2ysin Y cos

:(:2+y2_x2+y2 22+ y?’
a tyto derivace jsou zfejmé spojité mimo (0,0), tedy f ma mimo (0,0) i totalni diferencial. V

bodé (0,0) musime pouzit definici totdlniho diferencidlu, tedy mame najit D f(0,0) a u(h) tak,
aby platilo

kde h = (hy, ho) je vektor dost malé hodnoty. Volime D f(0,0) = (0,0) a u(h) = f(h), pak
f(h1,ho) = £(0,0) = f(h1,ha),  Df(0,0) - b+ pu(h) = u(h),

a plati

1
. BERT 2 2\ . . 2 2 —
|}111§(1)M(h>| = ]111{)% (hi + h3)sin 12 1 2 < }1112%“11 + ha| =0,



kde jsme pouzivali, ze absolutni hodnota je spojitd, ze |sin| < 1, a vétu o dvou policajtech.
(Stacilo by také, kdybychom dokazali, ze

o £, 1) = F0.0) = DF0.0) - b _
h—0 |h|

tim pddem bychom méli odhad pouze na (/h? + h3. Zkuste si to sprdvné napsat.) Tim zptsobem
jsme ukéazali, ze opravdu D f existuje a navic Df(0,0) = (0,0), tak f ma totdlni diferencial
viude v R?. Parcialni derivace nejsou spojité, jelikoZ pro 9, f plati

L . 1 2x 1 . 1 2 1 2 1
lim lim (2x sin — cos ) = lim (2x sin — — — cos ) = —lim — cos —
z—0y—0 2 —+ y2 2 —+ y2 2 + yz z—0 22 €T 2 z—0 2

a posledni limita neexistuje. Obdobné to plati i pro 9, f z duvodi symetrie (tady ale musime
vyménit limity na lim,_,olim,_,o, jinak by vysledek byl nula).

Upozornéni: V tomto prikladu to doopravdy staci se podivat na limity samostatné, tj. nejdriv
y — 0 a pak x — 0, protoze chceme dokéazat, ze néco spojité neni. Tim padem nam staci jeden
vyvoleny smér, ktery tady je podél os. Kdybychom chtéli dokazat, ze néco spojité je, tak by to
nestacilo, viz priklad prvni lekce.

Navic je nutné fct, Ze byt spojité a mit vechny parcidlni derivace NENT to samé jako spojité
parcidlni derivace, coz znamena, ze parcialni derivace musi byt spojité. Opravdu funkce nahore
je takovy piiklad: je spojita (dokazte nebo pouzivate vétu, ze totalné diferenciabilni funkce je
spojitd) i ma vSechny parcidlni derivace, oni ale spojité nejsou.



