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Matematicka analyza 11

Domaci ukol 1

K odevzdani do ¢tvrtka, 16.10.25, 23:59 hod pres OWL

Ukol 1 (Metriky). (3+1=4)

a) Necht X = [1,00). Dokazte, Ze funkce definovand pres

1 1
d(z,y) = > y‘
je metrika.
b) Necht X = R. Je funkce definovand pres
d(w,y) = |a]"

metrika? Zduvodnéte!

ReSeni. a) Symetrie a d(x,y) > 0 jsou zfejmé, protoZe to plati pro absolutni hodnotu | - |.
Kdyz d(x,y) = 0, pak

1 1 1 1
—— =0 =0 -=-Su=y,
r Yy r oy

kde prvni ekvivalence plati kvili tomu, ze |a| = 0 jen a pouze kdyz a = 0. Trojihelnikova
nerovnost plati, jelikoz

1 1 11 1 1 1 1 1 1
r oy r oz oz oy r ozl |z oy
kde nerovnost nahote je dusledek nerovnosti pro |- |. (Vsimnéte si, Ze vloZeni £1/z odpovidd

priddni nuly, coz by mel byt schopen kazdy matematik.) Vsimnéte si také, ze i kdyz X pro
nas je nekonecna osa, pri metrice d tzv. diameter tohoto prostoru X je

diam(X) = sup{d(z,y) :z,y € X} =1

a tim pddem X je omenezé a rovna se BY, jeho kouli s polomérem 1.

Pozndamka: Hodné lidi to udélalo Spatné, tak mdm zdiraznit, Ze byt definitni znamena
d(z,y) = 0= x =y. Ze d(x,x) = 0 obvykle je trividlni.

b) Neni metrika, protoze neplati (skoro) nic: zaprvé, neni symetrickd, vezméme napt. z = 1
a y = 2. Zadruhé, pro kazdé y # 0 mame d(0,y) = |0|"Y! = 0, tak neni definitni. Zatieti,
trojuhelnikova nerovnost neplati, napt. =3, y =2, z = 1.



Ukol 2 (Oteviené a uzaviené mnoziny). (3+3=6)

V tomto tkolu predpokladame X = R.

a) N

D

echt d : X x X — [0,00) byt metrika, a definujeme
5(z,y) = min{d(z,y), 1}.

okazte, ze 6 opravdu metrika je, a ze d a ¢ definuji stejné oteviené a zaviené mnoziny.

b) Necht byt

D

[t prowzy,
d(:r;,y){o pro r = y.

okazte, ze kazda mnozina s touto metrikou je oboje oteviena i zaviena.

Reseni. a) Ocividné § > 0 protoze d(z,y) > 01 1 > 0. Navic

d(z,y) =0 < min{d(z,y),1} =0 d(z,y) =0 =y

protoze d je metrika. Symetrie je trivialni, ponévadz d(z,y) je jako metrika symetricka.
Trojihelnikova nerovnost je disledek z

d(z,y) = min{d(z,y), 1} <min{d(z,z) +d(z,y),1} < min{d(z, 2),1} + min{d(z,y), 1},

kde prvni nerovnost plati kvili tomu, Ze d je metrika a Ze min{a, ¢} < min{b, ¢} pro kazdé

a

< b i kazdé ¢, a posledni rovnost je prosté vlastnost, Zze min je subaditivni pti kladnych

prvcich (pro porozuméni: najdéte priklad, kde min{a + b, 1} > min{a, 1} + min{b, 1}).

Zabyvejme se s otevienymi mnozinami. Pouzivam notaci

Ba) = {r € X : d(z,a) < ¢}, B(a) ={x € X : §(x,a) < &}.

Mame dokazat 2 sméry:

1)

Necht byt A C X oteviené pri metrice 4, tj.
Ya € Ade > 0: B’(a) C A.

Ted potfebujeme najit pro kazdé a € A néjaké 1 > 0 tak, aby bylo B (a) C A. Vezmeme
za to g1 = €, protoze definice nam 1k, ze vzdycky 6(x,y) < d(z,y) pro kazdé z,y € X,
tedy Bl(a) C B?(a) pro kazdé a (viimnéte si obracené potradi relace podmnoZin). V
jinych slovech, kdyz B?(a) C A, pak B%(a) C BS(a) C A, coZ znamend, ze A je oteviené
pri d.
Necht byt A C X otevrené pri d, tj.

Ya € A3e > 0: B%a) C A.

Potfebujeme zas pro kazdé a € A najit néjaké €; > 0 tak, aby bylo Bgl(a) C A. Tenkrét
vezmeme £; = min{e, 1}. Vskutku to déld vSe, co chceme: kdyz z € B? (a), tak 0(z,a) <
g1 = min{e, 1} < 1, a proto mdme pro toto x, Ze d(z,a) = d(x,a) (jinak by bylo
d(z,a) = 1, coz neodpovidd 6(z,a) < 1). Navic plati

d(z,a) =0(z,a) < min{e, 1} < ¢,

a proto x € A, protoZze d(r,a) < ¢ a A je oteviené pii d. To znamend, ze A taky je
oteviené pii 9.



Nakonec definuji stejné uzaviené mnoziny: necht byt A C X uzaviené pri d, pak podle
definice, X \ A je oteviené pii d. Ted ale jsme uz dokazali, Ze to znamend, ze X \ A je také
oteviené pii d, a zas podle definice, A je uzaviené pii §. Samoziejmé to plati obdobné, kdyz
vymeénime d a 6. Tim dikaz ukoncime.

Necht A C X. Dokazujeme, ze A je oteviené, tj. pro kazdé a € A, mame najit ¢ > 0 tak,
aby platilo B.(a) C A. Vezmeme (WZasné nezévisle na mnozinu Al) e = 3, tak podle defi-
nice metriky d mame B.(a) = {a}, jeden jediny bod. Kvili tomu, ze a € A, to znamena
B.(a) = {a} C A, coz neni nic jiného nez Tict, ze A je oteviené.

Kone¢né dokazujeme, ze A je taky uzaviené: podle definice (anebo podle jedné z ekviva-
lentnich definici) je A uzaviené jen a pouze, kdyz X \ A je oteviené. Ziejmé X \ A C X je
podmnozina a pravé jsme dokazali, ze kazdd podmnozina v X je oteviend, teda taky X \ A
je oteviend. Zas podle definice to znamenda, ze A je uzaviené. (Mohli bychom tady take
argumentovat s posloupnostmi, protoze pii metrice d kazda konvergujici posloupnost je od
néjakého mista konstantni. Zkuste to formulovat!)



