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Upozorneéni: Pro nds vidycky plati N = {1,2,...}.

1 Porozuméni
Ukol 1. (Tento kol budu updatovat podle toho, co se béhem semestru naucime.)

Rozhodnéte, zda nésledujici vyroky jsou pravdivé. Pokud nejsou, upravte je.
a) Plati-li z,y € R\ Q, pak plati tézZ x —y & Q.
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2 Uvod

2.1 Stredoskolska matika

Ukol 2.

Konverguje (ay,),, pak je (a,), omezena.

Je-li f: R — R spojité, pak dmaxg f, ming f.
Je-li f:[a,b] — R spojité, pak je f diferencovatelné.
Je-li f:R — (a,b] diferencovatelné, pak je f spojité.

Je-li f vSude nespojité, pak to samé plati pro f2.

Pro kazda r, s € R, r < s existuje ¢ € N takové, ze r < % < 8.

Plati-li 0 < a, < K a a, < a,y1 pro kazdé n € N, tak a, — K.

Pro kazdou posloupnost plati lim,, . a2 = (lim, .. a,)>.

Plati-li lim,, o0 2y, = 0, tak plati bud z,, — 0 nebo y,, — 0 (nebo oboje).

)

)

)

)
f) Soucet/soucin/rozdil/podil divergentnich posloupnosti je konvergentni/divergentni.
)

)

)

)

)

a) Vyfeste ||[x — 3| —2|=1, Va2 +2z —3> Va2 +3r—4,a/x —2—+/x—5=1.

b) Najdéte definiéni obor funkef f(x) = - +f/gf?5

c) Najdéte inverzni funkci pro f(z)

d) (Alenka v risi divi, Tydlidum a Tydlidyn) Alenka potkava Tydliduma a Tydlidyna. Oni maji
maly stavebni kamen, na kterém jsou délka, vyska a sitka prvocisla (v milimetrech). Vedle
néj stoji lahev napisem “83-Pij mé”. Alenka si neni jistd, tak na kamen trochu nakape,
a ten se rozpind na 83-nasobek svého ptuvodniho objemu. Tydlidum rika: “83 je totiz v
matice dulezité dilezité cislo”, a Tydlidyn dodéava: “Kazdy prece vi, ze objem kvadru je
83-krat souctu jeho délky, sitky a vysky.” Samoziejmé my vime, Ze jsou to kecy, ale jen pro
radost predpokladame, ze by to bylo pravda. Jaké jsou miry a objem stavebniho kamenu? (7
casopisu “Bild der Wissenschaft”, Srpen 2026. Tento tikol je prvni krok smérem Hypotézy

a log(z? — 22 — 3).

2% Najdéte i defini¢éni obor Dy a obor hodnot Hy.

e

prvociselnych dvojic a Dicksonovy hypotézy.)

2.2 Logika

Ukol 3.

Dopliite nésledujici tabulky vyroku. Pak najdéte ekvivalence, napt. =(AA B) < —AV - B atd.

Al B

-A

-B

ANB

AV B

A= B

A< B

—(AA B)

-AV B

-(A = B)

Ol | O =

1
1
0
0




—A|-B||-B=-A|AN-B|-AVB|-(AVB)| (A= B)A(B=A)

O | O |
o o —| —| T

Ukol 4.

Dokazte nasledujici ekvivalence:

a) (A= B)& (-B=A)
b) [AV(B=C)| < [CV(B=A)]
¢) [fz: A(z) = B(2)] & Vo : A(z) A ~B(2)]
d) [p= -] p

)

e) Mesic je zeleny < Meésic je fialovy < 2 =1 < Rok ma 15 mésict.

Ukol 5.

Znegujte nasledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo jeho negace:
a) Vo,y e R: 22+ 32 >0

b) Ve RIyeN:[(y<z)A(y+1>zx)]

c) Ve>030 >0Vez e R:0< |z —1|<d=|r—3|<¢

d) Im € N :m liché = m? liché.

)

e) (Don’t drink and drive) < Don’t (drink and drive)

Ukol 6.
Dokazte, ze Jx € Z :x+2=3x—4,aze Jr,y € Z: 2x -3y =8 A (v +y+1=0).

2.3 Indukce

Ukol 7.

a) Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

i)

kﬁ(l—k2):(1—22)(1 37 (1-n) ="
i)
ViSY o savi-l



iii) (1+2)" > 1+ nz pro kazdé = > —1 (Bernoulliho nerovnost).

)
IV)() (HI):(ZID.Tadyje(Z):ﬁik)!anlzlﬁ ----- (n—1)-na0l=1.
v) (a+b)" =37, ( )a’“b”*’g pro kazda a,b € R (Binomickd véta).

vi) TThe O(n k) =1.

vil) o —y" = (@ —y) Xpsy aFy"

Dokazte

E": n+1)(2n—1—1).

Potom najdéte vyroky pro

> 2k —1, > (2k —1)?
k=1

a dokazte je.

Dokazte Nikémachovou vétu
n n 2
Sk =Sk
k=1 k=1

Dokazte, Ze pro kazdé n € N je n® — n délitelné 3, a Ze 9" — 1 je délitelné 8.

Co to znamena geometricky?

Na hernim veceru mame-li dvé hry, ze kterych se prvni hra hraje presné se tfemi lidmi, druha
se presné péti lidmi. Dokazte, ze pro kazdé ¢islo ucastnikia n > 8, kazdy ¢lovék muize hrat.
Mame-li t¥i hry, ze kterych se hraje prvni se tfemi, druhy se ¢tyimi, a tieti se sedmi lidmi,
tak najdeme misto pro kazdé n > 14 ucastnik. ([jkol k notaci: napiste tvrzeni logickymi
kvantifikatory.)

Necht je n € N. Kolik para (dublet) (ki,k2) € N x N existuje, aby ki + ko = n?

Kolik triplett (ky, k2, k3) existuje tak, aby ky + ko + k3 = n? (Tip: Pouzivejte predchozi tikol,
a odpovézte nejdiiv nasledujici otazku: Necht k£ < n je prirozeny ¢islo. Kolik mame moznosti
rozdélit n — k prvkia do dvou skupin?) Muzete i najit vyrok pro

N
#{(kl,kQ,...,kN)GNN:Zki:n}, kde N € N?

i=1

Najdéte v nasledujicim “dikazu” chybu a upravte ji:
Soucet pronich sudych cisel se rovnd n(n + 1) + 2. Dokazme to indukci: Necht Y }_, 2k =
n(n+ 1)+ 2. Pak

n+1

Z2k—22k+2 n+1)=nn+1)+2+2(n+1)

=n +3n+4:(n+1)((n+1)+1)+2.

Principem matematické indukce dokoncime dikaz, avsak pron = 2 mdme 2+4 = 6 # 2-342.
Vysvétlete taky, pro¢ ten dikaz neni v rozporu se vzorem A = B = --- = (C.

4



2.4 Metody diukazt

Ukol 8.

a) Dokazte nebo vyvratte: Je-liz € Ray ¢ Q, pak x + y & Q.
b) Dokazte, Ze nasledujici ¢isla jsou iraciondlni: v/3, 1+ v/2, v/2 4+ /3.
c) Dokazte, Ze pro kazda a,b € R plati |a £ b] < |a| + [b] a ||a] — |b]] < |a —b].
d) Dokazte, 7ze x* = |x|? pro kazdé = € R.
) Je-li m? € N sudé, pak je m taky sudé.
)

(S

f) Dokazte, ze pro kazda a,b > 0 plati

2ab b 2452
min(a,b) < aing/_ a—2i— _”a—; < max(a, b),

g) (tézsi) Dokazte nerovnost aritmetického a geometrického pruméru: pro kazdé n € N mame

Jfi< 15

(Existuje hodné dikazi, viz anghckou Wikipedii, ja vam dam t¥i navody k indukei:
Dikaz 1) Bez ijmy na obecnosti (BUNO) Apy1 = MaXg—1, . pi1{ak - Dokazte

,,,,,

n
o Z < nax {ak} < dpy1,

-----

arttang

et a pouzivejte

a definujte si x = (ap+1 — @)/((n + 1)a). Pak se podivejte na (
Bernoulliho nerovnost.

Dikaz 2) Dokazte, ze z tvrzeni pro n vyplyne tvrzeni pro 2n (tzv. indukce doptedu). Pak
dokazte pomoci « a rozsiteni posloupnosti, ze z tvrzeni pro n vyplyne tvrzeni pro n — 1
(indukce dozadu).

Dikaz 3) Dokazte indukei, ze pro u; > 0 a [[\, u; = 1 plati > | u; > n. Pak to pouzivejte
pro p = [TiL) a; a u; = a;/ {/p.)

h) Necht jsou A, B, C' mnoziny. Dokazte A\ (BNC) = (A\B)U(A\C)a A\ (BUC) =
(A\ B)N (A\ C) (De Morganovy zékony; porovnejte s Ukolem 3).

i) Necht jsou A, B mnoziny. Dokazte ANB=A< ACBaAUB =B << AC B (absorpéni
vlastnost).

j) Dokazte, ze Vr € R : [2#? — 3z + 2 < 0 = x > 0]. Pouzijte tfi metody (pfimou, nep¥imou,
sporem).

k) Necht je f : X — Y zobrazeni a A,B C Y. Dokazte f"'(AUB) = f~'(A)U f~'(B) a
YA\ B) = fYA)\ fYB). (Tady f~! neni inverzni funkce, nybrz vzor.)

1) Necht je f: X — Y zobrazeni a A, B C X. Rozhodnéte, zda plati f(AUB) = f(A)U f(B),
f(ANB) = f(A)Nf(B), f(A\ B) = f(A)\ f(B). Pokud néco neplati, dejte protiptiklad a
rozhodnéte, jestli plati aspon jedna inkluze C nebo D.

m) Najdéte v nésledujicim “dflkazu” chybu a upravte ji:
Zrejmé plati log, & 5 < log, & 5, @2 <4. Tedy 2log, 1 5 < 4log, 1 5 PouZivejme alog, x = log, ¢,

dostaneme log, ( ) < log, ( ) Funkce log je rostouct a tedy ( )2 < (%)4, Z néj usuzujeme,

ze 16 < 4.
Najdéte i misto, odkud ten dikaz neni v rozporu se vzorem A = B = --- = (.
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2.5 Infima, suprema

Ukol 9.

a) Najdéte pro nasledujici mnoziny sup, inf, min a max, pokud existuji.

1
MIZU{2}7 Mz =[0,1), Ms={zeR:0<z <2},
nen (T
M4:{p:p7q€N}7 M5:Qm(]—72)
Ptq

b) Necht jsou A, B C R nepréazdné mnoziny a sy = sup A, sp = sup B,is = inf A,ip = inf B
existuji. Co se lze obecné Tict o supremu a infimu mnozin AN B, AU B, A\ B,A+b =
{a+b:a€ Abe B}?

c) Najdéte priklad mnoziny, kterd mé supremum/infimum, ale nema maximum/minimum.

2.6 Mohutnosti mnozin

Tady definujeme pro mnozinu A mnozina vsSech podmnozin (tzv. potenéni mnozina) jako

P(A)={B:BC A}.
Ukol 10.

a) Napiste P(A) pro A ={1,2} a A ={1,3,7}. Co se lze Fici o jejich mohutnostech?

b) Porovnejte mohutnosti nasledujicich mnozin: N, Z, Q, R, [0, 1], (0, 1), [0, 1),
K = {mnozina kone¢nych podmnozin N}. Najdete bijekci f : (0,1) — R?
(Zagjimavost: Kazdé kladné raciondlni ¢islo je ¢lenem rekursivni posloupnosti (tzv. Calkin-
Wilfiv strom)
1
2|la,] —an+1°

a; = 1, Ant+1 =

K definici | x| viz (2). Sestrojte s touto informaci posloupnost b,,, ve které je kazdé, tedy i
zaporné, racionalni ¢islo.)

c) (Hilbertiv hotel) Pan D. Hilbert vede hotel s nekoneénym poc¢tem pokoji. Hotel je plné
obsazen. Jednoho dne prijde dalsi host a chce pokoj. Nastésti je pan Hilbert matematik a
ifkd: “Neni viibec problém. Host v pokoji ¢. 1 se piesté¢huje do pokoje 2, host v pokoji 2
do pokoje 3 atd. Pak pokoj ¢. 1 je volny pro vas.” Rec¢eno a udélano. Druhy den prijede
autobus s nekoneénym poctem lidi, ktefi chtéji vSichni pokoj. Jak byste to udélali? Treti
den prijede nekonecny pocet takovych autobusi. Jak to tentokrat udélate, aby vsichni maji
pokoj a hotel je zas plné obsazen? Muzete jim dat pokoje i tak, Ze mate jesté nekoneéné
mnoho volnych pokoji?

d) Necht ma X stejnou mohutnost jako Y, a Y stejnou mohutnost jako Z. Dokazte, ze X ma
stejnou mohutnost jako Z.

e) Dokazte, Ze mnozina vSech posloupnosti nul a jedni¢ek ma stejnou mohutnost jako P(N),
a ze P(N) mé stejnou mohutnost jako mnozina vSech posloupnosti prirozenich ¢isel. Co to
nam fika vzhledem k predchozimu tkolu?

f) Dokazte:



i) Podmnozina spo¢etné mnoziny je spocetna.
ii) Necht jsou X,Y spocetné, pak X UY je spocetna.

iii) Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.

g) (t&z8f) Definujme si podmnoziny intervalu [0,1] jak nésleduje: Co = [0, 1], C1 = [0, 5] U[3, 1],
C;1+1 obsahuje vSechny intervaly mnoziny C;, z nich odstranime kazdou prostiedni tietinu.
Necht je C' = N2, C;, a necht A je mnozina vSech (nekonecnych) posloupnosti nul a jednicek.

Najdéte bijekci mezi A a C. Je C spocetné? (Muze pomahat skica.)

h) (tézs() Dokazte, ze pro konetné mnoziny plati #P(M) = 2#M (tady je #M mohutnost
mnoziny M). Dokazte taky Cantorovou vétu: Pro kazdou (i nekone¢nou) mnozinu plati
#HM < #P(M) (Navod: zrejmé #M < #P(M). Je-li surjekce f : M — P(M), definujme
siA={zeM:z¢ f(x)} € P(M). Pakjea € M s f(a) = A, spor.)

3 Limity posloupnosti

3.1 Pocitani

Ukol 11.

a) Necht je a, =1+ ﬁ Najdéte ¢islo ng € N takové, aby pro kazdé n > ng platilo |a, — 1| <
0.01. Existuje n; € N takové, abychom pro kazdé n > n; méli |a,, — 2| < 0.017

b) Spoctéte limity podle definice:
. . 9 . 1
lim — lim k<, lim

1
n—00 \/57 k—o0 m—00 log(Zm)

c) Za uziti véty o aritmetice limit spoctéte limity nésledujicich posloupnosti:

n®+5n — 2 1+24---4+n n n T 32
3n?—15 "’ n+ 2 2)7 2’ n+1’
M43 44"+ 5" (n+2)l+ (n+1)! 1 2": (n) 1§:(_1)k<n>
5,0001" ' (n+2)—(n+ 1) 1 =) 2 k
d) Pomoci rovnice (1) najdéte limity
. 1 & .2 & . n—1¢ 9
iR PSSP A o 22D

e) Spoctéte libovolnym zptsobem limity nasledujicich posloupnosti.

! 3n 5
vn+1—+/n, Vn2+n—/n, n—, V2" + 4n, S
n

n nS + n!
(bn+1)(2n*+3) 3" —5" 1047 + n? n 1 ,
- [ A/ 1_ 3
6?13 ? 2.5n ? 5310g5n ’ kz::lk(k-i-l)’ n—+ \/ﬁ

f) Pro jaké p € R, p > 0 konverguje a,, = (gi—zé)" k nule?



g) Spoctéte limity pro (tady a,b,c > 0):

1000”, o o a4 bn 7 ns sin(n!)7
n! a?" 4 b n+1

1
141 € 2N, §
sin(mvn?+1), sin (mr) , {22——’_271—&—3 prom var + b+ v,

4 s pron € 2N — 1,

3n n n
1 -1 1
I+ z : I+, Vnd+1—+vn2 -1
n n+1 n + cos(2n)

(Tip na /n: Binomicka véta a z,, = /n — 1.)

h) Dokazte, ze nasledujici limity existuji. Pak je spoctéte.

5
T}Lrgoan, kde a; = 10,a,41 =6 — —, lim \/2—}—\/2—1—...—1—\/2—1—\@,

an n—oo

n-Kkrat

1 A
a; >0, A>0, an+1:2<an+ ), a =2, an+1:(\/§)“”,

Qn

1
a; =+/¢, apy1 = Vet a,, kdejec>0, 0<a<1,a =0, an+1:an+§(a—ai).

i) Necht jea; =1 a
n
n+1

Dokazte, ze posloupnost mé primy vyrok a, = % (Tip: indukce).

Apt1 = Qg .

j) Necht jsou a; = a, ay = b s redlnymi ¢isly a,b € R, a necht je
a, — Apt1 + Ap—1
2
pro kazdé n € N. Najdéte primy vyrok pro a, (Tip: podivejte se na a,+1 — a,).
k) (prvni krok ke spojitosti) Je-li a, — a € R, pak pro kazdé K € N a polynom P(z) =

co+ SF 2™ s ¢ € R plati lim,, o0 P(a,) = P(a). (Navod: dokazte a® — a* pro kazdé
k € N a pouzivejte algebru limit)

1) (tézsi) Necht je a; = ay = 1, api2 = ani1 + a,. Najdéte limitu posloupnosti b, :=
any1/an. (Tip: Rozliste mezi sudymi a lichymi indexy.) Najdéte taky limitu posloupnosti

\/1 +yl+v1i+...al+ ﬁ, a porovnejte limity.
1+---

3.2 Dikazy a porozuméni

Ukol 12.
a) Necht a, € R pro kazdé n € N, a necht je lim,_,, a, = a € R. Definujme
1 n
bn = — Z ag.
na

Dokazte, ze je taky lim,, o, b, = a. Navic déjte priklad, kde posloupnost (a,,),en nekonverguje,
avsak (b,)nen konverguje (s dukazem).



b) Dokazte nebo vyvratte: Je-li a,, — a, pak taky |a,| — |a|. Je-li |a,| — |a|, pak a, — a.

¢) Necht je z,, konvergentni a y, divergentni. Plati, Ze posloupnosti x,, £ y,, £,y, jsou konver-
gentni/divergentni? Dikaz nebo protipriklad.

d) Necht a, — a € R, b, — b € R. Rozhodnéte, jestli plati nasledujici vyroky:
i) a<b=VneN:a, <bh,
ii) a<b=3dINeNVn>N:a,<b,
iii) a, <b, = a<b

e) Dokazte: Necht jsou (an, )r & (@, )r podposloupnosti posloupnosti (a,);. Plati-li pro kazdé
n € N bud n = n; pro néjaké k € N nebo n = my, pro néjaké k € N, a plati-li limy_, ap, =
limy_o0 @, = @ € R, pak taky plati a, — a. Co se stane, pokud mame tfi/¢tyii/K € N
takovych podposloupnosti?

f) Sestrojte posloupnost a, takovou, Ze existuje a € R takové, aby pro kazdé k£ € N platilo
lim,, oo a4, = @, ale lim,,_,, a,, neexistuje. Pro¢ to neni spor s predchozim tkolem?

g) Necht je (a,), konvergentni posloupnost s a,, € Z pro kazdé n € N. Dokazte dvéma dikazy,
ze (an), je skoro konstantni, tj., existuje N € N takové, aby pro kazdé n > N platilo

an, = ay. (Ijkol k notaci: napiste toto tvrzeni logickymi kvantifikatory.)

h) Rozhodnéte, zda jeden z nasledujicich vyroktu implikuje druhy. Kazdou implikaci bud do-
kazte, nebo najdéte protipriklad.

i) Posloupnost (a,), je omezena.

ii) Existuje K € R takové, ze pro kazdé n,m € N a n > m plati |a, — a,,| < K.
i) Dokazte, ze pro libovolné a € R\ {0, 1} plati

n 1 — an+1
Sak= L0
=0 1—a
Co se lze tici o limité této posloupnosti pro n — oo?

j) (jednoduchd Banachova véta) Necht je (a,), libovolnd posloupnost s

1
|An1 — an| < 5’% — ap-1].
Dokazte, ze (a,), konverguje. Co se stane, pokud vyménime % na 0 < g < 1?7 Muzete i najit
rychlost konvergence, tj., odhad jako je napft. |a, — lim, o a,| < %?

k) (tézsi) Dokazte, ze existuje limita posloupnosti a, = (22:1 %) — logn. Co nam to 1ika o
limit¢ harmonické Fady lim,, o >p_; +7 (Navod: Plati exp(1/(1+n)) < 14+(1/n) < exp(1/n)
a definujte o, = Y7, k™t —logn, B, = S7_, k~' —log(n+1). Potom dokazte a,, > apy1 >
Bnt1 = Bn a ay, — B, — 0. Limita 7 := lim,,_, a,, se lze spocitat jen numericky.)

3.3 Cela cast, hromadné body, limsup, liminf
Celd cast ¢isla x € R je!

|z] =max{k € Z: k < x}. (2)
Tedy mame 2] =2, [2.99] =2, [—2.001| = —3 atd.

1Obéas se pfse i [z] = |z], viak existuje i [2] = |z + 1, proto pouzivam tady tuto notaci.



Ukol 13.

a) Dokazte, ze plati
r—1<|z] <z<|z|+1.
Kdy plati rovnost?
b) Desetinny rozvoj ¢isla x € R je {z} = x — |x]. Necht a,, = {nx}. Dokazte, Ze:
i) Je-li z celé, pak lim,,_,, a, = 0.
ii) (tézsi) Je-liz € Q\ Z a z = r/s, pak jsou hromadné body presné 0, %, %, ce %1
Ukol 14 (Té73i tikol o hustotd).

Necht jsou 6 € R a t € N. Pak existuji p;, q; € Z tak, ze |q;0 — py| < % Pritom 0 < ¢, < t. Je-li

navic 0 € R\ Q, potom lim; ,, ¢ = oo. (Navod: Necht je k = 0,1,...,¢t. V jakém intervalu
délky 1/t pak lezi z), = {k6}7)

Ukol 15.

a) Najdéte hromadné body nasledujicich posloupnosti. Pfipadné najdéte i limitu.

G G G ) R VT R s St T

n nz vn n

b) Sestrojte posloupnost takovou, aby mnozina hromadnych bodu H((ay),) byla

(=1)",  sin(nm), n,

NU {oo}, {0,1,3), (te750) [0, 1], [0, 00

c) Existuje posloupnost, aby mnozina hromadnych boda byla H((a,),) = [0,1]\ {3}, nebo N?

d) Najdéte limes superior a inferior a hromadné body:

, (m) (=)™ N L+ (=)™ 14" <7m>
sin [ — cos [ —
4 )’ n 2 ’ n+1 2
4 Funkce
4.1 Limity funkci
Ukol 16.
Spoctéte limity (tady m,n € N):
o242 -3 . 22 —1 . . 1
lim ——, lim ———, lim —, lmz |—|,
=1 r—1 z—00 Q2 —x — 1 z—00 | 1| =0 |1
2
1 "—(1 m 1 " log(1 + 27 2\"
lim (1+mz) (14 n) ,  lim (Z mk) —n|, lim M, lim ( vt >
z—0 2 z—=1qpx —1 T—00 T z—oo \ 20 — 1



Ukol 17.
Spoctéte limity:

, x? _ 1 1 . NV —642
lim : ,  lim — ,  lim ——————,
=0 /1 +zsinx —/cosx =2 \x(r—2)2 22—3x+2 =2 3+ 8
. log(1 +sinx) , R RVEAvET . sin(mz)
lim ————=, lim +————, lim — pro m,n € N
20 sin T—00 T+ /T v sin(nr)
Ukol 18.

a) Dokazte, ze

lim inf(f () + g(z)) = liminf f(z) + lim inf g(z),
limsup(f(x) + g(z)) < limsup f(z) + limsup g(z)
r—a r—a r—a

b) Dokazte: lim,_,, f(z) < liminf,,, f(z) = limsup,_,, f(x).

Ukol 19.
Necht jsou f, g : R — R funkce. Dokazte nebo vyvratte:

a) f,g omezené = f - g omezené

)

b) f-g omezené = f a/nebo g omezené

¢) f,g shora/zdola omezené = f - g shora/zdola omezené
)

d) f,g rostouci = f - g rostouci

Ukol 20 (T&731).
Sestrojte bijekei f : [0,1] — [0, 1], kterd nikde neni monoténni. Sestrojte z toho bijekei g :
[a,b] — [c, d] se stejnou vlastnosti.

4.2 Spojitost

Ukol 21.

a) Dokazte podle definice, Ze funkce f(z) = 22? — 1 a g(z) = 35”1—’4 jsou na svém defini¢nim
oboru spojité.

b) Funkce | ] : R — R je spojitd presné pro = & Z.

Ukol 22.

11



Jaké z nasledujicich funkei jsou na svém definiénim oboru spojité? Jaké maji defini¢ni obory?

’ 1+ 22’ 1+ a3’
1
9 < < pro x < —1, 1 <
x pro z <0, (+1)? pro —1<z <0, pro z < 0,
r+2 prox >0, e pro 2 > 0 l—2 prox >0
Ukol 23.
Necht je

cikcak(x) =

Nakreslete funkci a dokazte, ze:

a) cikcak je l-periodicky, tj., cikcak(x + 1) = cikcak(z) pro kazdé x € R.

b) cikcak je spojity na [0, 3) U (3, 1].

c) cikcak je spojity v bodé xg = % Usuzujte, ze funkce je taky spojita na celé R.

Ukol 24.
a) Necht je f: R — R omezené. Pak je g(x) = x - f(z) spojité v x = 0.
b) Funkce

_Jx proxzeQ,
f(x)_{O proz € R\ Q

je spojita presné v bodé xg = 0.
c) Necht je f : N — R libovolna funkce. Pak je f spojité.

d) Necht jsou f,g : [a,b] — R spojité. Plati-li f(z) = g(x) pro kazdé x € QN a, b], pak uz plati
f =g, tj., f(x) = g(x) pro kazdé x € [a,].

Ukol 25.

a) (jednoducha Brouwerova/Schauderova véta) Necht je f : [a,b] — [a, b] spojité. Dokazte, ze
existuje pevny bod (fized point), tj., je x € [a,b] takové, ze f(x) = z. Je x jednoznacné?

b) Necht jsou A,BCRa fs: A—=R, fg: B — Rspojités fa(x) = fp(x) na AN B. Dokazte,
ze funkce

| ) fa(z) proz e A,
f+AUB =R, f(x)_{fB(x) pro z € B,

je spojita.

12



Ukol 26 (T&zs1).
Dokazte, ze funkce

L prozeQ,2=2 pcZ, qc N nesoudélna,
fla) =42 e
0 prozeR\Q,

je spojité presné na R\ Q.

Ukol 27 (T&zs1).

Dokazte, ze funkce

fiQoR, f<:c>:{0 o= V2

1 proxz > +/2,

je na svém definiénim oboru spojita.

Ukol 28.
Necht je

frnn(z) = cos®™(mlrz).
Dokazte, zZe f,,, je pro kazdd m,n € N spojité, a ze

fm(z) = lim_fp,0(z) =

n—o0

1 prox:§7pEZ,q€N, q|m!,
0 jinak,

1 prox e,

fw) = Jiu fnlw) = {0 proz € R\ Q.

Je f(x) (aspon nékde) spojité?

Ukol 29.

a) Necht je f : [a,b] — R spojité. Pak plati
J(la,b]) = [min f, max f].

ja,0]
Obzvlast je obraz (uzavieného) intervalu pfi spojité funkei zas (uzavieny) interval.
b) Najdéte priklad intervalu I a funkce f : I — R tak, aby f(I) nebylo uzavieny. Muze f byt
spojité? Muze I byt uzavieny a f prosté?
c¢) Necht je f :[a,b] — R spojité. Pak je f prosté pravé kdyz je ryze monoténni.
d) Necht je A C R a definujme si distanci
dist(z, A) = inf{|z —y| : y € A}.
i) Dokazte, ze dist : R — [0, 00) je spojita.
ii) Je-li A = [a,b] uzavieny interval a B = [¢,d] s AN B = (), pak
min dist(z, A) > 0.

zeB

(Pro¢ min vubec existuje?) Naleznéte i piiklad neuzavienych intervali/mnozin A, B
tak, aby min dist(z, A) = 0.
S
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4.3 Diferencovatelnost

Ukol 30.

Derivujte nasledujici funkce a najdéte defini¢ni obory funkce a derivace:

log(1 )
2* + 3z — 5, log(1 +2) e -
T
10g(| lOg sin I|)7 arccos(l — 1’2), LTJ Sin2 (7‘(‘(1;)’ 2tan%
Ukol 31.

Dokazte, ze pro kazdé x # 0 plati

1 7r
arctan(z) + arctan <> = Esgn(x),
T

a ze pro kazdé r € R mame

T

V1422

arctan r = arcsin

Ukol 32.

Dokazte, ze

je vSude diferencovatelné. Je f’ spojité?

Ukol 33.
Najdéte a,b € R takové, aby funkce byla diferencovatelna vsude na R:

_ Jax+b prox < —1,
fla) = {aw3+x+2b pro x > —1.

Ukol 34.

a) Necht jsou f,g: R — R diferencovatelné s f(x)-g(z) = x pro kazdé z € R. Plati-li f(0) =0,
pak ¢(0) # 0. Sestrojte navic priklad, ze bez podminky diferencovatelnosti, tvrzeni neplati.

b) Necht je f:(—1,1) = R (ryze) rostouci a diferencovatelné. Plati pak f’(0) > 07

c) Necht je f:(—1,1) — R rostouci a spojitd. Existuje pak f'(0)?

d) Plati-li f(z) = f(—=z) pro kazdé x € R, pak plati f'(—x) = —f'(z).

Ukol 35.
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Zopakujme si posloupnost
a1 =a, Gny1 = (V2)".

Uz vime, Ze pro a = /2 konverguje. Co se stane pro a € (0,4), a = 4, a > 4? (Tip: podivejte
se na funkci f(z) =22 —z.)

Ukol 36.
Dokazte, ze pro kazdé x,y € R plati

|sinz — siny| < |z — y|, |tanz — tany| > |z — y| (x,y ¢ (22 + 1)72T> .

Ukol 37 (Prvni piiklad diferencilni rovnice).

Necht je f: R — R dvakrat spojité diferencovatelné s f(z) + f”(x) = 0 pro kazdé = € R.

a) Je-li f(0) = f(0) = 0, pak zmizi f vSude, tj., f = 0. (Tip: podivejte se na (f(z))?+(f'(z))?.)
b) Bez predchézejici podminky zmizi g(x) = f(x) — f(0) cosz — f/(0) sinz vSude.
Pozndmnka: Tim tkolem jsme dokéazali, ze pokud f + f” = 0, pak (jednoznacné!) Teseni je

f(z) = f(0)cosz + f'(0)sinx.

Ukol 38 (T&zs1).
1

Dokazte pomoci indukce, ze pro kazdé n € N funkce f(x) = mx”m je n-krét, ale ne

(n + 1)-krat diferencovatelnd, a ze pro jeji derivace plati

I’n_k‘l"

() = (n—k—+ 1)

Kolikrat je f? diferencovatelné?

4.4 1’Hospitalovo pravidlo

Ukol 39.

a) Pomoci I'Hospitalova pravidla spoctéte limity z Ukola 16 a 17.

b) Pomoci ’'Hospitalova pravidla spoctéte néasledujici limity (tady a,b > 0):

. logcosz . log"n . arctan(1l 4+ ) — arctan(1l — z)
lim ———, lim , lim ,
z—0 2 n—oo nb z—0 T

. 2cosx+et+e -4 et +e e 4 e 2
lim , lim ————, lim
250 zl T—00 g¥ — =% =0 1 — cos(bx)

n2
lim (log £) i lim 1 log(1
t . —
Jim (log £)7, s ) o Jm og() - log(1 — z)
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Ukol 40.

Naleznéte k € R tak, aby lim,_,q tan(kz)—z _ o

r—sinx

Ukol 41.

Necht jsou f(z) = 6z +sinz a g(x) = 2z + cos . Dokazte, ze limita lim, ., f(z)/g(z) existuje,
ale limita lim, . f'(x)/¢' () neexistuje. Pro¢ to neni spor s I'Hospitalovym pravidlem?
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