Vzorova zapoctova pisemka — FeSeni

Vzorova zapoctova pisemka
Podrobné vzorové reseni

Cislovani odpovida aktudlnimu zadani. Modie jsou vyznacena zdivodnéni pouzitjch vét a ovéFeni
jejich predpokladu, oranzové vysledky. V celém textu je n € N = {1,2,...} a vSechny limity jsou pro
n — oo.

1. Dikaz primo z definice (6 bodu)

Zadani

Naleznéte limitu a dokazte ji primo z definice:

lim v2n + 1.
n—oo

1. Proc¢ je treti odmocnina rostouci

Pro realna ¢isla u < v plati
v3 —ud = (v —u)(v? +uv 4+ u?) > 0.

Prvni faktor je kladny a druhy lze zapsat jako

2 3
v 4w+ u? = (v—i—%) +1u2>0:

rovnost nule by vyzadovala v = v = 0, coz odporuje v < v. Funkce u — u? je tedy na R rostouc.

Zdavodnéni. Necht 2 <y a polozme u = {/z, v = ¥y. Kdyby u > v, pak by podle pravé dokazané
monotonie platilo z = u® > v3 = g, coz je spor. Proto /z < /Y. Treti odmocnina je na R rostouci;
dikaz nepouziva derivace.

2. Definice a volba indexu

Dokazeme limitu +oo, tedy tvrzeni
VM eR3Inge NVn>ng: V2n+1> M.

Necht M € R je libovolné. Zvolme

M3 -1
no —max{l, {2J —i—l}.

Symbol |z| oznac¢uje nejvétsi celé ¢islo nejvyse rovné . Protoze |x] + 1 > x, pro kazdé n > ng plati

M3 -1
nZno>T, on+1> M3

. . . C e . (s 3/ , .
Zdavodnéni. Z monotonie tieti odmocniny dostavame /2n +1 > VM3 = M. Volba ng funguje
pro kazdé redlné M, i zaporné, a nerovnost plati pro vSechny indexy n > ng. Tim je ovérena definice
nevlastni limity.

lim ¥/2n + 1 = +o0.
n—o0
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2. Rozdil odmocnin (6 boda)

Zadani

lim (\/n3—|—2n2+1—\/n3—n+5).

n—o0

Oba vyrazy pod odmocninami jsou pro n > 1 kladné: n®>+2n%+1 > 0 an®—n+5 = n(n—1)(n+1)+5 >
0. Primé odecteni limit by vedlo k nedefinovanému vyrazu +oco — (+00). Nejprve proto pouzijeme
sdruzeny vyraz.

1. Uprava a vytknuti nejrychleji rostoucich &leni

Ozna¢me zkoumanou posloupnost a,. Potom

(P20 +1) — (n® —n+5)
Vi3 +2n2+1+vn3 —n+5

TN
n3/2<\/1—1— + 5 +\/1——2 g)

N Cp,

kde vyslovné definujeme

V citateli jsme vytkli n2, pod obéma odmocninami n3. Déleni je dovolené, protoze soucet kladnych
odmocnin je nenulovy.

2. Limita posloupnosti ¢,

Z 1/n* — 0 pro pevné k > 0 a aritmetiky limit plyne

Zduvodnéni. Pouzijeme dokazanou vétu o limitnim prechodu v odmocniné pevného radu. Oba
virazy pod odmocninami jsou kladné a konverguji k 1, takze obé odmocniny konverguji k v/1 = 1.
Soucet ve jmenovateli tedy konverguje k 2 # 0 a aritmetika limit pro podil dava

2

n—>771
¢ 1+1

3. Aritmetika limit na rozsifené realné ose

Méme /n — +o00 a ¢, — 1. Proto

lim a, = ( lim \/ﬁ) ( lim cn) = (400) - 1 = +o0.

— 00

Zdtuvodnéni. Vétu o limité soucinu lze pouzit i pro nevlastni limity, pokud je soucin limit definovéan.
Zde je (+00) - 1 definovdn a roven 4o00; nejde o neuréity tvar 0 - oo.

lim (\/77/3 +2n2 41— \/77/3 —n+ 5) = 4o0.

n—o0
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3. Pouziti rastové skaly (10 bodu)

Zadani

nh—>Holo =1 4 (p+ 1)1

1. Urceni nejrychleji rostoucich ¢lena

Pouzijeme zndmou ristovou skalu
n<qt<nl  (B>0,¢>1),

kde u,, < v, znamend u, /v, — 0. V &itateli roste nejrychleji 3”1, ve jmenovateli (n + 1)!. Vytkneme
tyto ¢leny kazdy v prislusné ¢asti zlomku:

+1 n'
n
n4 + gn+l 3 (1 + 3n+1)
T (n+ 1) 4T
D1+ ——-
ey ( ! <n+1>!)
nA
3TL+1 1 + ﬁ
T (nt1) -1
(n+1) T
(n+1)!
2. Pouziti riastové skaly
Podle rtstové skaly plati primo
n4 4n—1 3n+1
—0 — — 0 — — 0.
3ntl ’ (n+1)! ’ (n+1)!

Zdtuvodnéni. V prvnim podilu porovnavame pevnou mocninu n s exponencialou se zakladem vétsim
nez 1. V dalsich dvou podilech porovnavame exponencidlu s faktoridlem. Ve vsech pripadech roste
jmenovatel podle skaly rychleji nez citatel, takze prislusny podil ma limitu 0.

3. Aritmetika limit po vytknuti
7 predchozich kroku plyne

Tl4
PP 140
n 4n-1 1+0
(n+1)!

Zduavodnéni. Jmenovatel posledniho zlomku méa nenulovou limitu 1, proto je véta pro podil pouzi-
telna. Celd ptvodni posloupnost je soucinem faktoru s limitou 0 a faktoru s limitou 1, takze jeji limita
je0-1=0.

‘77,4 + 3n+1

A T iy
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4. SdruzZeny vyraz a véta o dvou policajtech (10 bodi)

Zadani

lim T\‘/\/5n +3-2n — /B 4 9n,

n—o0

Vnitini rozdil je kladny, protoze 3 - 2™ > 2", takze vnéjsi odmocnina je dobie definovand pro kazdé n,
véetné sudych indext.

1. SdruZeny vyraz a vytknuti dominantniho clenu

Polozme 7, = (2/5)". Po pouziti sdruzeného vyrazu vytkneme pod obéma odmocninami nejrychleji
rostouci ¢len 5™:

dp == VB + 32" — /5" + 20
B 2.2n
VB3 2n /B 2n
_ 2(2/V/5)"
VI3, VI,

Oznac¢me hy, := /1 + 3r, ++/1 + r,. Hledand posloupnost m4 tvar

Vi, = = 2

Sl

2. Limita vyrazu pod vnéjsi odmocninou
Protoze 0 < 2/5 < 1, mame r,, = (2/5)" — 0. Tedy

1+3r, > 1, 147, —1, hy — V14+V1=2.

Zdtuvodnéni. Oba vyrazy pod druhymi odmocninami jsou kladné. Pouzijeme dokazany limitni pre-
chod v odmocniné pevného fadu a potom aritmetiku limit pro soucet. Tim je existence limity h,, — 2
zduvodnéna.

3. Sevreni pomoci existence limity

Z hy, — 2 pro € = 1 plyne, ze existuje N € N takové, ze pro vsechna n > N plati
|h, — 2| < 1, tedy 1<h,<3.

Odmocnénim dostavame

1< Vh, <¥3  (n>N)

Zdavodnéni. Odmocnujeme kladné veli¢iny, takze se poradi zachovava. Leva krajni posloupnost ma
limitu 1 a prava také, protoze {/c — 1 pro kazdou pevnou konstantu ¢ > 0. Véta o dvou policajtech
proto dava i/h, — 1. Staci, ze sevfeni plati od jistého indexu N.

4. Zavérecény limitni prechod

Zduvodnéni. Také V2 — 1 a jmenovatel méa nenulovou limitu 1. Aritmetika limit pro podil tedy
dava (2/v/5) -1/1 = 2/v/5. U odmocniny fadu n jsme pouzili sevieni; véta pro odmocninu pevného
radu se na ni primo nevztahuje.

lim \/\/5” +3-2n — /B + 21 =
n—oo

5
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5. Implikace — ¢ast (a) (4 body)

Zadani

Jestlize lim |a, — by| = 0, pak obé posloupnosti (a,) a (b,) maji limitu v R U {—o0, +0o0}.
n—o0

Tvrzeni je nepravdivé. Predpoklad 1ika, ze ¢leny obou posloupnosti se k sobé priblizuji. Nevylucuje
vsak, ze obé posloupnosti spolecné osciluji.

1. Konstrukce protiprikladu

Pro kazdé n > 1 polozme

an = by, = (—1)".

Potom |a,, — b,| = 0 pro kazdé n, a tedy
lim |a, —b,| =0.
n—o0

Predpoklad implikace je splnén.

2. Proc¢ neexistuje konecna limita

Pro sudé a liché indexy mame

asp =1 — 1, agg—1 = —1 — —1.

Zduvodnéni. Kdyby a, — L € R, musela by kazdd vybrana podposloupnost mit stejnou limitu L.
Dostali bychom soucasné L =1 a L = —1, coz neni mozné. Véta o podposloupnostech plyne primo z
definice: z np — oo vyplyva, Ze vsechny dostatecné pozdni vybrané indexy prekroc¢i index z definice
limity puvodni posloupnosti.

3. Proc¢ neexistuje ani nevlastni limita

Posloupnost je omezena: —1 < a,, < 1. Pro limitu +o0o by napiiklad muselo od jistého indexu platit
an, > 2; pro limitu —oo by muselo od jistého indexu platit a,, < —2. Ani jedna podminka neplati.
Proto a, neméd limitu ani v rozsifené redlné ose. Protoze b,, = a,,, totéz plati pro (b,).

‘ Tvrzeni (a) neplati. ‘

Zduvodnéni. Pro vyvriceni implikace jsme nasli pripad, kdy je predpoklad pravdivy a zdrovern zavér
nepravdivy. Samotné uvedeni oscilujici posloupnosti bez ovéreni predpokladu by nestacilo.
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5. Implikace — ¢ast (b) (4 body)

Zadani

Jestlize lim |ap, —b,| =0 a lim (a, +b,) = S € R, pak
n—oo n—oo

lim a, = lim b, = —
n—o0 n—o0

Tvrzeni je pravdivé. Existenci limit (a,) a (b,) nesmime predpoklddat: je soucdsti zavéru, ktery
musime dokazat.

1. Z absolutni hodnoty k limité rozdilu

Pro kazdé n plati
_|an - bn’ <ap— bn < |an - bn|

Zdtuvodnéni. Prava ohranicujici posloupnost ma podle predpokladu limitu 0. Levda mé podle véty o
nasobeni konstantou limitu —0 = 0. Z véty o dvou policajtech proto plyne a,, — b, — 0. Tento krok
nevyzaduje existenci samostatnych limit a,, a b,.

2. Vyjadreni obou posloupnosti pomoci konvergentnich vyraza
Oznac¢me s, = a, + b, a d, = a, — by. Vime jiz, ze s, — S € R a d, — 0. Pro kazdé n pritom plati
identity
g = Sntdn Sn—dn
" 2 2

Zduvodnéni. Obé posloupnosti na pravé strané, s, a d,, maji prokdzané konec¢né limity. Smime
proto pouzit aritmetiku limit pro soucet, rozdil a nasobeni konstantou 1/2. Tim zaroven dokazujeme
existenci hledanych limit:

S+0 8 S—-0 S

= 5

an — — 5 bn—>T:

~

Tvrzeni (b) plati: lima, =limb,, =

5 .

Stejny dukaz zapsany jako odhad chyby

7 uvedenych identit a trojuhelnikové nerovnosti plyne

S

) _'< 50 = S|+ Ida|

2 ’ 2 2

S'S |3n_5‘+‘dn‘

Pro libovolné € > 0 existuji indexy Ny, No, od nichz je |s, — S| < € a |d,| < e. Pro n > max{Ny, Na}
jsou tedy oba vyrazy vlevo mensi nez €. To pfimo ovéiuje definici obou kone¢nych limit.

Pozor na kruhovy argument: Zacit zapisem A = lima,, B = limb, a Fesit rovnice A — B = 0,
A+ B = S by bez predchoziho ditkazu existence limit nebylo korektni.
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