Jak néco dokazat

October 7, 2026

Otazce, jak se néco matematicky spravné dokéze, neni tak jednoduché odpovidat.
Zalezi spis na zkuSenostech a cvicenich. Zkusim zde vam dat néjaky “néavod”,
aby tomu bylo 1épe rozumét. Piipadné se muzete i podivat na
https://www.gvp.cz/www/VINKLE/mafynet/M_opakovaci_seminar/02_studijni_
texty/Dukazy.pdf

Podle mé nejlépe vysvétlim proceduru na piikladu:

Véta 1l. Vne N:n <27,

Zacatek: co chceme dokazat? Jaké jsou podminky/pfedpoklady?
Tvrzeni ve slovech zni “Pro kazdé pfirozené ¢islo plati, ze toto ¢islo je mensi
nebo rovna se dvé na n-tou”. To je vzdycky prvni krok: prelozte tvrzeni z
matematickych symbolu do slov, a premyslejte se o tom, jaké maji ta slova vz-
tahy a co patii k ¢emu. Pfedpoklad mame tady jen jeden: pro kazdé n € N ma
néco platit. Muzeme to i fict takto: pokud je n € N, pak plati n < 2" resp.
matematickymi symboly: n € N = n < 2™,

Jak to dokdzeme a vibec to plati? Zndme hlavné ¢tyfi metody dukazu:
pfimo, neptimo, sporem, a indukce. Navic je otazka, jakym smérem néco chceme
dokazat; jinymi slovy, myslime si, Ze tvrzeni vibec plati, nebo mame pocit, ze
na ném je néco Spatného? Pak se rozhodujeme:

1. Myslime si, ze tvrzeni neplati, tak zkusime ho vyvratit, tfeba muzeme
najit protiptiklad. Kdyby Véta 1 znéla “Vn € N:n > 2™” tak sta¢i ndm
fict “Moment! Volime n = 1, tak dostaneme spor, tim padem tvrzeni je
nepravdivé.”

2. Myslime si ale, Ze tvrzeni plati, tak zkusime si zvolit jednu metodu dukazu.
Toto zvoleni bohuzel souvisi se zkusenostmi, navic obvykle neni jen jedna
metoda, ale muzeme pouzit i vic z nich.

Obvykle plati ale tohle: ctete-li “vVn € N”, tak zkuste indukci. Zkusme tedy
tady indukeci.

Jaké jsou kroky zvolené metody? Zvolili jsme indukeci, tak musime se
pripominat, jaké ma tato metoda kroky. Souhrn vsech metod je zde:

1. Pfimo: Zac¢indme s néc¢em pravdivym a usuzujeme z toho néco pravdivého
atd. az budeme mit tvrzeni, které chceme (princip implikace; dulezité tady
je, ze to, ¢im zacindme, je pravdivé, jinak bychom mohli usuzovat cokoliv).



2. Neptimo: Predpokladédme, Ze to, co chceme dokézat, je nepravdivé, ale
jeho opak je pravdivé, a z toho usuzujeme principem implikace stejné jako
u piimého dukazu, ze opak podminek je pravdivy. S nasem piikladem by
to bylo 2™ < n = n ¢ N, viz odstavec “Zacdtek”. (Tady je to bohuzel
Spatny piiklad, protoze 2¥ > x plati pro kazdé x € R, ale doufam, ze je
jasné, co chci Fict.)

3. Sporem: Piedpoklady povazujeme za pravdivé, ale o tvrzeni predpokladame,
ze je nepravdivé. Pak pokracujeme jako u piimého dukazu, a idedlné se
dostaneme k tomu, ze predpoklad usuzujeme za nepravdivy. To je ten
spor s tim, ze piedpoklad jsme piijali jako pravdivy, ¢im dukaz ukonéime,
protoze tim pddem musi nutneé platit tvrzeni (kdyby neplatilo, tak dostaneme
spor).

4. Indukce: Dokézeme tvrzeni pro n = 1 (anebo pro dané ng, pokud tvrzeni
neplati pro tplné kazdé n, ale tfeba pouze od ng = 5). Potom predpokladame,
ze tvrzeni plati pro néjaké n a usuzujeme obvykle pocitanim, ze plati pro
n + 1. Principem indukce pak tvrzeni plati pro kazdé n.

Napsat diukaz podle kroku zvolené metody. Tady chceme pouzit indukci,
tak napiseme podle jeji kroku:

1. Zacatek: n = 1. Zfejmé mame 1 < 2, tedy plati.

2. Predpokladame, ze existuje néjaké n € N tak, aby n < 27,

!
3. Indukéni krok: Chceme, aby pro toto n platilo n+1 < 2"*+1, kde vykiiénik
oznacuje frazi ”Chceme, aby to platilo”. Pocitanim dostaneme

1P 1
n+1<2"4+1<2" 42" =2.2" =2"Fh

Tady jsme v fadé pouzivali: indukéni predpoklad (IP), a ze 1 < 2™ (pokud
chceme byt iplné presni, tak to musime taky dokdzat). Navic jsme u IP
implicitné pouzivali, ze relace < ma vlastnost t <y = x4+ 2 <y+2zs
r=mn, y=2" z=1.

4. Zéavér: Dokéazali jsme, ze z tvrzeni pro n vyplyne tvrzeni pro n + 1.
Principem indukce ukonéime dikaz Véty 1.

Dalsi jiny ptiklad je:
Véta 2. Pro kazdé A, B C R omezené shora plati sup(AUB) = max(sup 4, sup B).

Zacatek: Mame uz hodné slov, tak prelozeni je jednoduché: pro kazdé mnoziny,
které jsou shora omezené, rovna se supremum sjednoceni maximem suprem.

Plati to vitbec? Co by se mohlo st4t? Bud rovnost neplati, ale jen < anebo
>, anebo najdeme i piiklady, kde plati oboje relace (moznéd dokonce i ryze).
MuzZeme si i nakreslit skicu (anebo si pouze napsat pifklady jako tieba A =
(0,1), B = (1,2), ale i tezsl piiklady jako A = (—1,2] U {3}, B = {2,4}),
tak budeme mit pocit, ze tvrzeni by mohlo platit. Zkusme to tedy dokazat, ne
vyvratit.



Jaka metoda? Tady potiebujeme zkusenost (anebo cviceni resp. prosté néco
vyzkousime): Indukce to uréite nebude, protoze nemame pfirozend ¢isla. Zbyva
tedy pirimo, nepiimo, sporem. Nepiimo a sporem bude tady spis tézky; opak
tohoto tvrzeni je: Pokud sup(A U B) # max(sup A,sup B), pak aspon jedna z
mnozin A, B neni omezend shora. Neiikdm, ze tyto metody vubec nefunguji
(klidne to zkuste), ale nebude to celkem jednoduché. Zvolme tedy piimy dukaz.

Kroky metody: U piimého diukazu potifebujeme zacit nééem pravdivym. Co
je na tvrzeni pravdivy? (Premyslejte si o tom sami, nez pokracujete ¢tenim.)
Neni to celkem jasné vidét, ale pokud si o tom premyslime, tak jedind véc,
kterd je urcité pravdivd, je: A, B jsou omezené (prosté podle predpokladu).
Ted pouzivdme véty z prednasky: pokud jsou omezené, tak vsechny suprema
existuji (pro¢ to plati i pro sjednoceni?), a tak muzeme pouzit definici suprema,
uz jen proto, ze nic jiného nemédme. (Kdybychom meéli jiné véty o supremu,
mohli bychom pouzivat i je.)

Co mame tedy dokazat? Podle definice suprema potfebujeme:

1. Vo € AU B : 2 < max(sup A, sup B)

2. Yy e R,y < max(sup A,supB)Izr € AUB:y <z

Vsimnéte si, ze jsou to zas dvé tvrzeni, a u kazdého muzeme pouzit jednu
metodu diukazi. Volime tady pro oba piimy dukaz, ale muze i byt piimo pro

1. a sporem pro 2. atd. Abychom népis dukazu trochu zkratili, definujme si
M := max(sup A, sup B).

Tvrzeni 1: Nechf je x € AU B, pak plati * € A nebo x € B. Pokud
x € A, tak jasné x <sup A < M, a pokud =z € B, tak x < sup B < M, takze v
kazdém piipadé z < M a tim padem je M horni zavora. Celkem matematickymi
symboly to vypadd takto:

reEAUB=zcAVeeB=x<supA<MVzez<supB<M=z<M.

To nam taky fiké, ze sup(A U B) < M, protoze levy sup ne nejmensi horni
zavora. Potfebujeme ted jesté dokazat, ze plati i rovnost.

Tvrzeni 2: Necht je y € R,y < M. Mame najit néjaky z € AU B takové, ze
y < z. Rozlisujeme dva pady:
1. supA <supB atedy M =sup B ay < M = sup B. Podle definice sup B
existuje néjaké ¢islo 1 € B tak, aby 7 > y. Tim paddem ale mame i
r1 € BCAUB, tak 1 € AU B.

2. sup B < sup A, tak M = sup A. Pak tiplné stejné existuje o € A C AUB
S o > .

Celkem tedy vybereme z = max(z1,x2), pak vzdycky x € AUB ay < z. Pro
kazdé y € R,y < M jsme takto nasli x € AUB s y < x. Podle definice suprema
vyplyne, Ze skuteéné plati sup(A U B) = M a ukonéime dukaz.

Dulezité hlavné na diukazu tvrzeni 2 je, ze nevime explicitné, jak x1,zs vy-
padaji, pouze vime, ze existuji, to ndm ale sta¢i (trochu abstraktnéjsi dukaz).



